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8. osztaly

1. feladat

X2 -9y +22=2\z-4

Oldd meg a val6s szamok halmazan az { y> —9z +22 = 2J/x—4 egyenletrendszert!

22 -9x+22=2\ly -4

dr. Bencze Mihdly, Bukarest

Megoldas: A négyzetgyokok miatt x,y,z>4. Balra rendezve és dsszeadva az igy kapott

egyenleteket az
X —OX—2X—4+y* —9y—2,/y—4+2°~97-22-4+66=0 (*)

egyenlethez jutunk. Felhasznalva, hogy

2 -0t -2Vt =4+ 22217 ~10t+ 25+ (t—4) 2T -4 +1=(t-5) + (VE—4-1) , vt=4

a (*) egyenlet (x—5)2 +( x—4—1)2 +(y—5)2 +( y—4—1)2 +(z—5)2 +< z—4—1)2 =0
alakba hozhatd. Mivel az 6sszeg tagjai nemnegativak, ezért egyenldség csak X=y=z=5

esetén all fenn. Tehat M ={(5,5,5)}.

2. feladat
Kivalasztottunk 15 egymasutani természetes szamot és Osszeadtuk Oket, de egy
szamot kihagytunk az 6sszeadasbol, igy az 6sszeg 2016 lett. Melyik szam maradt Ki?

dr. Kiss Sandor, Nyiregyhaza

Megoldas: A 15 egymasutani természetes szam legyen n, (n+1), (n+2), ...(n+14), a
kifelejtett szam pedig n+k . Ekkor felirhatjuk a kdvetkez6 egyenletet:
n+(n+1)+(n+2)+...+(n+14)—(n+k)=2016, ahol k €{0,...,14}.

14.15

Elvégezve a szamitasokat a 15n+ —(n+k)=2016 < 14n+105-k=2016 <

14n—k =1911 egyenlethez jutunk. Mivel 0<k<14 < O0>-k>-14|+14n ezért
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14n>1911>14n-14, azaz 1911<14n <1925, vagyis n=137, ahonnan k =7. Tehat a 144
maradt ki az 6sszeadasbol. VValéban 137 +...+151-144 =144-15-144 = 2016.

3. feladat:

Egy kilencoldalt konvex sokszdg atloi is meghataroznak konvex sokszogeket. Egy

példa az alabbi &bran lathatd. Legfeljebb hany oldala van egy ilyen sokszognek?
Roka Sandor, Nyiregyhaza

Megoldés: A kilencoldali konvex sokszégben keletkez6 sokszogek koziil valasszunk egyet.
Ez a sokszdg konvex és egy oldala az eredeti sokszdg egy atlojan fekszik. A kilencoldalu
sokszdg egy csucsabdl — a konvexitas miatt — legfeljebb két olyan atl6 indulhat, amely a bels6
sokszdgunknek is oldalat alkotja. Mivel minden atlénak két végpontja van, ezért a bels6

sokszdg oldalainak szama legfeljebb % =9, ami elérhetd. Lasd az abrat!

4. feladat

Jeldlje A egy 60" -0s szog cslcsat és legyen az [AC félegyenes a szog szogfelezdje.
Az A sz6g belso tartomanyaban, a szogfelez6 két kiilonboz6 oldalan tekintsiik a P illetve Q
pontokat Ugy, hogy PQ L CA és ACmPQ:{C}. Legyen B és D a P illetve Q pontokbdl

az eredeti szOg szaraira huzott merdlegesek talppontja.
Igazold, hogy AP+ AQ>2-BD.
Palhegyi-Farkas LaszI6, Nagyvarad
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Megoldas: Tekintsik a mellékelt abrat. Mivel
az ABP és ACP derékszogii haromszogek, a
B és C pontok rajta vannak az AP atméréji
koron. Jelolje ennek kdzéppontjat G. Mivel
m(BAC) =30°, ezért a m(BGC)=60°, mert
kozépponti szog. Mivel GB és GC sugarak,
aBGC haromszog egyenlé oldala, tehat
[BC]=[GC]. Mivel AP atmér6, ezért
AP=2.-BC. Hasonléan igazoljuk, hogy
AQ=2-CD. Innen  kovetkezik,  hogy
AP+AQ=2-BC+2-CD>2-BD.

5. feladat

Az ABCD téglalapban AB =2AD. A téglalap sikjara merélegesen felvesszik az EAB,
FBC, GCD és HAD egyenlé szaru derékszogli haromszogeket gy, hogy az elsé kett6 a
téglalap sikja alatt, az utolsé kettd pedig a téglalap sikja folott helyezkedik el. A derékszogi
haromszogek atfogoi a téglalap oldalai.
lgazold, hogy a) az EFGH négyszdg téglalap
b) GH L (HED)
Simon Jozsef, Csikszereda
Megoldas:

a) Legyen O az ABCD téglalap
kdzéppontja, P, Q, R és S pedig a téglalap
AB, BC, CD ¢és DA oldalainak
felezOpontjai.

[EP] és [GR] az EAB és GCD kongruens
haromszdgek magassagai = EP||GR és
[EP]=[GR] = EPGR paralelogramma

= az [EG] és [PR] atlék felezik egymast,
az ABCD téglalap O kozéppontjaban
metszik egymast.

Hasonldan a HSFQ négyszog is
paralelogramma, az [SQ] és [HF] atlok
felezik egymast, és ugyancsak az O
pontban metszik egymast.

Tehat HF NEG ={O} és [EO]=[OG] és [HO]=[OF] = EFGH paralelogramma.

Tudjuk, hogy HS:% és GRzDTC = [HS]=[OR] és [OS]=[GR] = HSO1=0ORG]

(befogo-befogd eset) = [GO]=[HO] = [GE]=[HF] = EFGH téglalap.
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b) Legyen AD=2a és DC=4a = HD=ay2 és GD=2ay2. A HSRG derékszogfi
trapézban legyen HT ISR, ahol T eGR. HT =SR=+/DS’+DR? =+/a?+4a’ =a\/5,

GH =VHT2+GT? = (aﬁ)eraz:a\E. A HDG haromszogben  fennall a

2 2 2
GD? = HD? + HG?, mert (Za\/i) =(a\/§) +(a«/§) , Pitagorasz tételének forditott
tételébsl kovetkezik, hogy GH L HD . Tudjuk, hogy GH L HE = GH L (HED).

6. feladat
Az ABCDEFGH téglatestben legyen AB=a, BC =b és AE =c, valamint jeldlje

M, N és P a B, D illetve E pontok mer6leges vetiiletét az AG testatlora.

AM AN AP
Igazold, hogy - + >2.
MG NG PG
Matéfi Istvan, Marosvasarhely

Megoldas: Az ABCDEFGH téglatestben az G =

ABG, ADG illetve azAEG derékszogl o
haromszdgek. Az ABG haromszdgben legyen | e
M = pr,.(B) , alkalmazva a befogé tételét H : S
kapjuk, hogy AB*=AM-AG illetve | P\x‘"-f :
2
BG?=GM - AG, ahonnan A82 = AM - AG ] [ 3
BG2 GM-AG Y

A jeloléseket felhasznalva kapjuk, hogy : \

2 \\
AM = % . Hasonlé gondolatmenetet : N
MG b°+c | \
alkalmazva az ADG illetve az AEG | N
haromszogekben AN __ b illetve C/|_;’~,;~~_‘\\_ b e AR

NG a’+c? i e M5

AP c? i \
S D
PG a’1b? A

Ekkor a feladatban megadott egyenlétlenség a kovetketd alakban irhato:

\/az +\/ b* +\/ ¢ >2
b? +¢? a’+c> \a*+b?

A bal oldali 6sszeg minden tagjara alkalmazva a mértani és harmonikus kodzéparanyosok

kozotti x-y > ﬂ, VX, y >0 egyenl6tlenséget kapjuk, hogy
X+Yy



NUERT
5-8.

2016 TEMESV AR

Z

INISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
S1 CERCETARII STIINTIFICE

IV. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY 5-8.
Orszagos szakasz, Temesvar, 2016. aprilis 1 -3.
CONCURSUL DE MATEMATICA AL GIMNAZIILOR MAGHIARE
Etapa nationala, Timisoara 1-3 aprilie 2016

5 a
2 T o o5 2 2
). @ b2 + 2 _ .2 2a
2 2 = 2 2 2 T L2 2 2
b“+c 14 a b“+c a-+b“+c
b? +¢?

b? 2b? . c? 2c?
l——F2—F——— llletve \l. 55 > ——F—
a‘+c a‘+b°+c a‘+b a-+b”+c

Osszeadva a kapott egyenldtlenségeket kovetkezik, hogy

> 2, vagyis
b2+c2+ a2+c2+ a? +b? 9y \/MG \/ \/
a’ b?

Egyenldség csak akkor all fenn, ha
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—— == =1, ahonnan a*=b*+c?,
b*+c” a’+c

a +b2

b®> =a®+c* és ¢® =a”+b?, Gsszeadva kapjuk, hogy a*+b®+c* =0, ami lehetetlen, tehat

\/az +\/ b* +\/ ¢ >2
b?+c? Va?+c? \a?+b? '
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